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Задача 2. Моделирование двумерного винеровского процесса 

Задание 

1. На интервале [0, 𝑇] смоделируйте 𝑛 траекторий двумерного винеровского процесса 

интенсивности 𝜎 с шагом ℎ. 

2. Выведите на печать 5-7 траекторий (мультимедийность приветствуется) 

3. Для каждой траектории вычислите  

1) вариации компонент (∑ |𝑊(𝑘+1)ℎ

(1)
− 𝑊𝑘ℎ

(1)
|𝑘 , ∑ |𝑊(𝑘+1)ℎ

(2)
− 𝑊𝑘ℎ

(2)
|𝑘 ) 

Найдите среднее значение вариации (𝑉𝑎𝑟(1)(ℎ), 𝑉𝑎𝑟(2)(ℎ) ) по всем траекториям 

2) Найдите суммы квадратов приращений компонент  (∑ |𝑊(𝑘+1)ℎ
(1)

− 𝑊𝑘ℎ
(1)|

2

𝑘 , ∑ |𝑊(𝑘+1)ℎ
(2)

−𝑘

𝑊𝑘ℎ
(2)|

2

) 

Найдите среднее значение этих сумм (𝑆𝑞𝑉𝑎𝑟(1)(ℎ), 𝑆𝑞𝑉𝑎𝑟(2)(ℎ) ) 

 

4. Уменьшите значение ℎ в два раза и вычислите (𝑉𝑎𝑟(1) (
ℎ

2
) , 𝑉𝑎𝑟(2) (

ℎ

2
) ) и 

(𝑆𝑞𝑉𝑎𝑟(1) (
ℎ

2
) , 𝑆𝑞𝑉𝑎𝑟(2) (

ℎ

2
) ). Сравните полученные значения для исходного и 

уменьшенного шага и объясните результат. 

5. Вычислите теоретическую вероятность 𝑃(|𝑊𝑇| ≥ 𝑧) и сравните ее с эмпирической 

вероятностью достижения указанного уровня 𝑧  в момент 𝑇. 

 

 

 

Решение 

 

Смоделируем 2N пар (𝜉𝑘
(1), 𝜉𝑘

(2) ) с независимыми компонентами, распределенными по 

закону 𝑁(0, 𝜎√
ℎ

2
). 

 

Вар 𝑇 𝑛 𝜎 ℎ 𝑧 

15 14 100 0.25 0.1 1.5 



При моделирования винеровского процесса с шагом ℎ используем попарные суммы 

(𝜉′𝑘
(1)

, 𝜉′𝑘
(2)

 ) = (𝜉2𝑘−1
(1) + 𝜉2𝑘

(1), 𝜉2𝑘−1
(2) + 𝜉2𝑘

(2) ), компоненты которых по свойствам 

нормального закона распределены по закону 𝑁(0, 𝜎√ℎ). 

 

 

Смоделируем одну траекторию двумерного винеровского процесса по формуле 

(𝑊(𝑘+1)ℎ
(1), 𝑊(𝑘+1)ℎ

(2) ) = (𝑊𝑘ℎ
(1), 𝑊𝑘ℎ

(2) ) + (𝜉′𝑘
(1)

, 𝜉′𝑘
(2)

 ), учитывая, что 

(𝑊0
(1), 𝑊0

(2) ) = (0,0). 

 

Теперь аналогично получим 𝑛 = 100 траекторий. 

 

Выведем на печать несколько полученных траекторий. 



Траектория 1: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Траектория 10: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Траектория 20: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Траектория 30: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Траектория 40: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Траектория 50: 

 

 

Вычислим вариации компонент (∑ |𝑊(𝑘+1)ℎ

(1)
− 𝑊𝑘ℎ

(1)
|𝑘 , ∑ |𝑊(𝑘+1)ℎ

(2)
− 𝑊𝑘ℎ

(2)
|𝑘 ). 



 

Найдем среднее значение вариации (𝑉𝑎𝑟(1)(ℎ), 𝑉𝑎𝑟(2)(ℎ) ) по всем траекториям. 

 

Найдем суммы квадратов приращений компонент  (∑ |𝑊(𝑘+1)ℎ
(1)

− 𝑊𝑘ℎ
(1)|

2

𝑘 , ∑ |𝑊(𝑘+1)ℎ
(2)

−𝑘

𝑊𝑘ℎ
(2)|

2

). 

 

 

Найдем среднее значение этих сумм (𝑆𝑞𝑉𝑎𝑟(1)(ℎ), 𝑆𝑞𝑉𝑎𝑟(2)(ℎ) ). 

 



Проделаем всё то же самое при для шага 
ℎ

2
. 

 

Вычислим вариации компонент (∑ |𝑊(𝑘+1)ℎ

(1)
− 𝑊𝑘ℎ

(1)
|𝑘 , ∑ |𝑊(𝑘+1)ℎ

(2)
− 𝑊𝑘ℎ

(2)
|𝑘 ). 

 

Найдем среднее значение вариации (𝑉𝑎𝑟(1)(ℎ), 𝑉𝑎𝑟(2)(ℎ) ) по всем траекториям. 

 

Найдем суммы квадратов приращений компонент  (∑ |𝑊(𝑘+1)ℎ
(1)

− 𝑊𝑘ℎ
(1)|

2

𝑘 , ∑ |𝑊(𝑘+1)ℎ
(2)

−𝑘

𝑊𝑘ℎ
(2)

|
2

). 

 

Найдите среднее значение этих сумм (𝑆𝑞𝑉𝑎𝑟(1)(ℎ), 𝑆𝑞𝑉𝑎𝑟(2)(ℎ) ). 



 

Сравним полученные значения для исходного и уменьшенного шага. 

 

В относительных величинах: 

 

Из полученных таблиц видно, что отличия в средних значениях суммы квадратов 

приращений компонент значительно меньше, чем отличия в средних значениях вариаций 

компонент. Это связано с тем, что траектории винеровского процесса имеют 

неограниченную вариацию, а суммы квадратов приращений при измельчении разбиения 

стремятся к значению 𝜎2𝑇 = 0.252 ∙ 14 = 0.875. 

 

Вычислим теоретическую вероятность 𝑃(|𝑊𝑇| ≥ 𝑧). |𝑊𝑇| = √(𝑊𝑇
(1)

)2 + (𝑊𝑇
(2)

)2, 

𝑊𝑇
(1)

~𝑁(0, 𝜎√𝑇), 𝑊𝑇
(1)

~𝑁(0, 𝜎√𝑇), поэтому 
(𝑊𝑇

(1)
)2

𝜎2𝑇
+

(𝑊𝑇
(2)

)2

𝜎2𝑇
~𝜒2(2). 

Тогда 𝑃(|𝑊𝑇| ≥ 𝑧) = 𝑃 (
(𝑊𝑇

(1)
)

2

𝜎2𝑇
+

(𝑊𝑇
(2)

)
2

𝜎2𝑇
≥

𝑧2

𝜎2𝑇
) = 1 − 𝐹𝜒2(2)(

𝑧2

𝜎2𝑇
). 

 

 

Найдем эмпирическую вероятность достижения указанного уровня 𝑧 в момент T. 

Для этого найдем количество последних точек траекторий, радиус-вектор которых не 

меньше 𝑧: 

 

И разделим на количество траекторий: 

 

Получили, что теоретическое и эмпирическое значения близки. 

 


	Отчет

